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5c Die Strukturgarbe einer algebraischen Menge

5c.0 Vorbemerkung
Die in 5b.2.1 eingefuhrte Abbildung

Up OX(U),

welche jeder offenen Teilmenge U einer algebraischen Menge X den Ring der regularen
Funktionen auf U zuordnet, ist ein Beispiel fur eine Garbe, welche Strukturgarbe von X
heifit. Zur Rechtfertigung dieser Bezeichnung fuhren wir zunéchst den Begriff der
Garbe ein und beschreiben einige der wichtigsten Eigenschaften dieses Begriffe.
Fur jeden topologischen Raum X betrachten dazu die Kategorie
Top(X)
deren Objekte die offenen Mengen von X sind
Ob(Top(X)) := Menge der offenen Mengen von X,
und deren Morphen naturlichen Einbettungen dieser offenen Mengen ineinander,

Hom, (U, V) := {U & V}falls U Teilmengen von Y ist .
Fop & sonst

Die Hom-Mengen dieser Kategorie sind also einelementig oder leer. Die Morphismen-
Komposition ist gerade die Zusammensetzung gewohnlicher Abbildungen.

5b.1 Garben

5b.1.1 Der Begriff der Priagarbe

Eine Pragarbe auf dem topologischen Raum X mit Werten in der Kategorie C ist ein
Funktor

F: Top(X)°P — €,

d.h. ein kontravarianter Funktor auf Top(X) mit Werten in C
Fur jede offene Menge U von X heiflen dann die Elemente von F(U) Schnitte von F

uiber U. Fur je zwei offene Mengen U, V von X mit U C V heien die Morphismen
F(USV): F(V) — F(U)

Restriktionen von F. Fur das Bild eines Schnitts s € F(V) wird auch die Bezeichnung



sIU =FUSV)(s)

verwendet.
Beispiel 1

Sei f: Y — X eine stetige Abbildung topologischer Raume. Fur jede offene Menge
UCX bezeichne

Ff(U) = {s:U—Y | s stetig und fos = IU}

die Menge der Schnitte von f uber U, d.h. der stetigen Abbildungen s:U — Y, fur
welche die Zusammensetzung fos die identische Abbildung von U ist. Fur je zwei
offene Teilmengen U, V von X mit U C V und jeden Schnitts €T f(V) ist die

Einschrankung sl. - ein Schnitt von f iber U. Die Zuordnungen

U
Top(X) — Ens, U » Ff(U),
und
HomTop (X) U,V) — HornEnS(Ff(V), Ff(U)), UVe (s » sIU)
definieren einen kontravarianten Funktor
r f:Top(X) — Ens,

d.h. eine Pragarbe mit Werten in der Kategorie der Mengen.
Beispiel 2

Sei X C R" eine offene Teilmenge des R™ und fur jede offene Teilmenge U C X sei
Cg((U) :={s: U — R | s ist r-mal stetig differenzierbar }
die R-Algebra der reellwertigen r-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf U. Dabei

lassen wir den Fall r = oo zu, d.h. C;(o (U) bezeichne die R-Algebra der glatten
reellwertigen Funktionen auf U. Weiter lassen wir den Fall r = o zu. In diesem Fall soll
c®U
()

den Ring der reellwertigen analytischen Funktionen auf U bezeichnen (d.h. der
Funktionen, die sich lokal in jedem Punkt von U in eine Potenzreihe entwickeln lassen).

In jedem dieser Falle ist die Einschrankung einers Elements von C;((U) auf eine offene
Teilmenge V C U ein Element von C%(V). Die Abbildung

Upb C%(U)

definiert dann zusammen mit den gewohnlichen Einschrankungen auf offene
Teilmengen eine Pragarbe

r
Cx: Top(X) — R-Alg
auf X mit Werten in der Kategorie der R-Algebren.
Ist X eine offene Teilmenge des C™ und U wie bisher offen in X, so bezeichne
Cx(U)

den Ring der komplexwertigen analytischen (d.h. der holomorphen) Funktionen auf U.
In diesem Fall erhalt man eine Pragarbe

Cy: Top(X) — C-Alg



auf X mit Werten in der Kategorie der C-Algebren.
Beispiel 3

Sei X C k™ eine algebraische Menge des k™ (mit k algebraische abgeschlossen). Fur je
zwei offene Teilmengen U und V von X mit U C V ist die Einschriankung einer
regularen Funktione

:V—k

auf V eine reguldre Funktion auf U. Die Einschrankung auf U definiert also einen k-
Algebra-Homomorphismus

OX(V) — OX(U), f i fl

und (‘)X wird zu einer Pragarbe

U,

OX: Top(X) — k-Alg

auf X mit Werten in der Kategorie der k-Algebren.
Bemerkungen
Die Pragarben auf X mit Werten in C sind die Objekte einer Kategorie

P
X,C
deren Morphismen gerade die funktoriellen Morphismen sind, d.h. fur je zwei
Préigarben

F’, F’: Top(X) — C
ist ein Morphismus ¢: F* — F” gegeben durch eine Familie
F'(U Y F’(U
) = FUy offen in X
von Morphismen aus €, wobei flir je zwei offene Mengen U, V von X mit U C V das
Diagramm

Y
F(V) —% F (V)

l l

9 ch 29
F’(U) — F’(U)
kommutativ ist, wobei die vertikalen Morphismen die Garben-Restriktionen sein sollen.

5b.1.2 Der Begriff der Garbe

Seien X ein topologischer Raum und € eine Kategorie, deren Objekte Mengen sind
(zum Beispiel Gruppen, abelsche Gruppen, Ringe, kommutative Ringe mit 1 oder
Moduln). Eine Pragarbe

F: Top(X) — C

hei3t dann Garbe, wenn fur jede offene Teimenge U von X und jede offene
Uberdeckung

U=Ui Y;
die folgenden beiden Bedingungen erfullt sind.
1. Fur je zwei Schnitts s°, s” € F(U) mit s’IU = s”IU fur jedes i€l gilt s’=s”.
i i

2. Fur jede Familie {Si}i ey von Schnitten SiEF(Ui) mit



SilUi ﬂUj = stUierj fur beliebige i,jEI
gibt es einen Schnitt s € F(U) mit sIU =S5, fur jedes i€l.
i
Bemerkungen
6)) Die Definition a8t sich auf den Fall verallgemeinern, dal} € eine beliebige

Kategorie mit unendlichen Produkten ist. Die beiden Garben-Axiome uibersetzen
sich dann in die Bedingung, daf} das Diagramm

o
FU) = [IFU) = [ FUNU)

1€l (1,))elxI

exakt ist, d.h. y ist der Differenzkern von a und 3. Dabei sind a.,  und y
verallgemeinerte Varianten der Abbildungen im obigen Spezialfall mit

Y(s) =180
o{shg) = {SilUiﬂUj}(i,j)EIXI’
Blsihep) = {SleiﬂUj}(i,j)EIXI

(i1) Der Garben-Begriff 146t sich auf den Fall beliebiger Kategorien C
verallgemeineren (mit Hilfe des Begriffs der uberdeckenden Siebe).

(i)  Die drei Beispiele von 5b.1.1 fur Pragarben sind sogar Garben, wie man direkt
an den Defintionen von deren Schnitten ablesen kann.

(iv) Die Garben auf X mit Werten in € sind die Objekte einer Kategorie

ShX,G

deren Morphismen gerade die Pragarben-Morphismen sind, d.h. die Garben-
Kategorie ist eine vollen Teilkategorie der Pragarben-Kategorie PX e

5b.1.3 Halme

Seien X ein topologischer Raum, € eine Kategorie, deren Objekte Mengen sind,
F: Top(X) — C

eine Priagarbe und

xeX
ein Punkt. Auf der Menge der Paare

{(,U) I xEUC X, U offen, s € F(U) } (D

bestehend aus einer offenen Menge U von X mit x € U und einem Schnitt s € F(U)
definieren wir wie folgt eine Aquivalenz-Relation. Zwei Paare (s’, U’) und (s”, U”) aus
dieser Menge heillen dquivalent, symbolisch

(S” U,) ~ (S”’ U”)’
wenn es eine offene Umgebung U von x gibt mit U C U’(1\U” und s’IU =5’ U Die
Aquivalenzklasse eines Paares (s, U) aus dieser Menge heiflt Keim des Schnittes s im
Punkt x und wird mit

[s]X oder genauer mit [(s,U)]X

bezeichnet. Die Menge der Aquivalenzklassen dieser Menge heifft Halm von F in x und
wird mit

Fx ={[(s,U)] I x € U, U offen, s € F(U)}



bezeichnet.
Beispiel
Seien X C C™ eine offene Teilmenge des C",
- Rralty
F:= OX = CX

die Garbe der holomorphen Funktionen auf X. Fir jedes x = (Xl’""xn) eX

bezeichnen wir mit

(C{{Tl,...,Tn}}X

den Ring der in x konvergenten Potenzreihen. Fur jedes Paar (s, U) aus der Menge (1)
ist dann die Potenzreihenentwicklung

A 6V1+...+Vn Vl v
S n
geeey = —( - o .. ® -
s(T1 Tn) 2 " y X) (T1 Xl) (Tn xn)
0<v.€Z T 1,...0T n
1 1 n

von s im Punkt x ein wohldefiniertes Element dieses Ring, welches nur vom Keim [s]
abhangt. Wir erhalten so eine wohldefinierte Abbildung
A

OX,X — C{{Tl,...,Tn}}X , sl B s.

Weil jede in x konvergente Potenzreihe eine holomorphe Funktion in einer Umgebung
von x definiert, ist diese Abbildung surjektiv. Weil zwei holomorphe Funktionen mit
derselben Potenzreihenentwicklung in einer Umgebung tibereinstimmen, ist sie bijektiv.
An der Abbildungsvorschrift liest man direkt ab, daf es sich um einen Isomorphismus

von C-Algebren handelt. Wir konnen deshalb den Halm OX mit dem Ring der

9

konvergenten Potenzreihen im Punkt x identifizieren.

Bemerkungen

(i) Ist C die Kategorie der Gruppen, der abelschen Gruppen, der Ringe, der
kommutativen Ringe mit 1, der Moduln uiber einem Ring oder einem
kommutativen Ring mit 1, so liegen die Halme von F ebenfalls in dieser
Kategorie.

(ii) Die Abbildungen

PX,G —> Ens ,Fp Fx’ und PX,G

lassen sich in naturlicher Weise zu (kovariaten) Funktoren fortsetzen, wobei man
im Fall der Kategorien von Bemerkung (i) die Kategorie Ens durch die Kategorie
C ersetzen kann.

—>Ens,F|—>FX,

(iii) Genauer, jeder Morphismus ¢: F* — F” von Pragarben auf X mit Werten in C
definiert fur jeden Punkt x € X definiert eine Abbildung
o F —F L8] e o)l 2

der Halme in x, welche ein Morphismus von € ist, wobei fur je zwei Morphismen
von Préagarben, sagen wir

9

Fohe % e
gilt
(@e@) =" °¢

(wie man direkt an der Abbildungsvorschrift (2) abliest). Die Abbildung Py ist

durch die Eigenschaft charakerisiert, daf} fur jede offene Umgebung U von x
das folgende Diagramm kommutativ ist.



YU
s FU —F@MU) s

N N A

Px

[s] FF — F [s]
X X X X
Die vertikalen Abbildungen sollen dabei jeden Schnitt s auf dessen Halm im
Punkt x abbilden.
Index
Schnitt einer, 1
—H— Pragarbe, 1
Halm einer Pragarbe in einem Punkt, 4 —R—
—K— Restriktion einer Pragarbe, 1
Keim eines Schnittes in einem Punkt, 4 _S_
—P— Schnitt

Keim eines, in einem Punkt, 4

Pragarbe Schnitt einer Pragarbe, 1

Halm einer, in einem Punkt, 4
Keim eines Schnittes in einem Punkt, 4
Restriktion einer, 1
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